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three treatments the pressure is taken to be the
same along and normal to the magnetic field as is
appropriate where collisions maintain an isotropic
velocity distribution. Thus it will be seen that these
treatments are appropriate for the considerations
of the effects of collisions in producing the relatively
gradual transition from one side of the complete
shock to the other, while our treatment is better
adapted to the study of the detailed structures. Of
course, our treatment is relevant only in the limited
range of densities, field strengths, and temperatures
for which the gyro-frequency is much greater than

K.HAIN UND R.LUST

the collision frequency and the pressure is negli-
gible compared to IT .
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Zur Stabilitat zylindersymmetrischer Plasmakonfigurationen
mit Volumenstromen
Von K. Haix und R. List

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik, Go6ttingen
(Z. Naturforschg. 13 a, 936—940 [1958] ; eingegangen am 31. Juli 1958)

The stability of cylindersymmetric plasma configuration with volume currents is investigated by
the method of small perturbations. The problem is reduced to only one eigen-value differential equa-
tion of second order. For a special current distribution with relativly strong concentration to the
axis the eigen-values are computed numerically. For this current distribution specially for long wave
lengths instability shows up. The rates of growth for different kinds of pertubations are given as a

function of the wave length.

In einer vorangegangenen Untersuchung von
Hain, Lisst und ScuriTER ! waren allgemeine Bedin-
gungen fiir die Stabilitdt hydromagnetischer Gleich-
gewichtskonfigurationen untersucht worden. In weit-
gehend analoger Form sind &hnliche Fragen auch
in Princeton von BernstEIN, FriEMAN, KRUSKAL und
KuLsrup 2 behandelt worden. Nach KruskaL und
ScuwarzscHILD 3 ist es bekannt, daf} eine zylinder-
symmetrische Gleichgewichtskonfiguration mit nur
an der Oberfliche befindlichen Stromen die sog.
Pinch-Instabilitit aufweist. Von RosexsLuta? und
TavLer ® wurde nun gezeigt, daf} eine solche Pinch-
entladung durch besondere Magnetfelder und Auflen-
leiter zu stabilisieren ist.

In allen praktischen Féllen werden die elektrischen
Strome wegen der endlichen elektrischen Leitfahig-
keit nicht ausschlieBlich an der Oberfliche flieflen,

sondern die Strome werden im Laufe der Zeit in das

1 K. Hamv, R. List u. A. Scuiiter, Z. Naturforschg. 12 a, 833
[1957] ; im folgenden als I zitiert.

2 1. B. BernstEIy, E. A. Frieman, M. P. Kruskar u. R. M. Kuws-
rup, Proc. Roy. Soc., Lond. A 244, 17 [1958].

Plasma eindringen. Ein moglicher Grenzfall wére
dann z. B., daf} die sich entwickelnden achsenparalle-
len Volumenstrome konstant sind, d. h. nicht mehr
vom Abstand von der Symmetrieachse abhéngen. In
diesem Fall ergeben die Rechnungen von TAvLERr,
daf} dann auch bei Gegenwart von duleren Magnet-
feldern und Aufenleitern eine Stabilisierung nicht
zu erreichen ist. Von besonderem Interesse ist es
deshalb, wie weit die Volumenstrome in das Plasma
eindringen diirfen, bis die Gleichgewichtskonfigura-
tion instabil wird.

Im folgenden soll nun der Einflu von Volumen-
stromen auf die Stabilitdt eines Plasmazylinders ge-
nauer untersucht werden. In I war die Stabilitdt von
Gleichgewichtskonfigurationen mit Hilfe der Methode
der kleinen Storungen behandelt worden; dabei
zeigte sich, daB das Stabilitdtsverhalten durch die
folgende Vektordifferentialgleichung 2. Ordnung in

3 M. P. KruskaL u. M. ScuwarzscuiLp, Proc. Roy. Soc., Lond.
A 223, 348 [1954].

4 M. Rosensruts, Los Alamos Sci. Lab. LA-2030.

5 R. J. TayLer, Proc. of the third Int. Conf. on Ionized Gases,
p. 903 [1957] ; Proc. Phys. Soc. B 70, 1049 [1957].
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der Zeit bestimmt ist:
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(1)

- 41:, 3,(B! Ba 64" + B3 B 84 amvuf 01 B" B gas O vF .

Hierin sind p=Druck, 0=Dichte und B=Magnetfeld
der ungestorten Gleichgewichskonfiguration, v,=kon-
travariante Komponente der Storgeschwindigkeit, O;=
Differentiationsoperator und gas=der metrische Funda-
mentaltensor.

Fir die Storgeschwindigkeit machen wir den An-
satz

va(x,-, t) =val(z;) ell,

(2)

Die Gleichgewichtskonfiguration ist dann stabil, wenn
die Gl. (1) keine Losung gestattet, fiir die w?<0
ist. Fir das Folgende soll nun reine Zylindersym-
metrie vorausgesetzt werden, d. h. alle auftretenden
GroBen der Gleichgewichtslage sollen nur vom Ab-
stand s von der Symmetrieachse abhéngen, dagegen
nicht vom Abstand z von der Aquatorebene und
ebenso nicht vom Azimutwinkel ¢ . Mit dieser Vor-
aussetzung wird aus Gl. (1)

7 pva(p +B?) Qudivd — ; (B)2 3av°

4 ; d(f; 8o div b+ B d, B* 3. 0"
— (B" 3, B* div b + 0. B B: 3. vf).

A= — (0?/a?) ,

(3)

Hier ist

wobei a die hydrodynamische Schallgeschwindigkeit
sein soll, die im folgenden als unabhingig vom Ort
angenommen sei. Aulerdem ist y =1 gesetzt worden.

— d 1 1d S 4 Z 2 2 d (B*\2
—ApvS= 5 pdlvb-{-Bz;E (sv®) +iD(v? B? —v B"’)}—[A —{-s*(—?)

_ i ¢ : .1 d ., B?
—lpv¢—?pd1vD+LDB e (sv3)+2lk?Bzv

s — [ B2 (v¥ B —v* B?),
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Zur Vereinfachung ist hier und im folgenden B%*/4 7
durch B? ersetzt. Die Stabilitdt einer Gleichgewichts-
konfiguration ist also jetzt dadurch gekennzeichnet,
daB Gl. (3) keine Losungen mit Eigenwerten 4>0
haben darf. Wegen der vorausgesetzten Zylinder-
symmetrie machen wir fiir v den Ansatz:

imp+ikz

(4)

v (2) =07 (s) e

Damit bekommt man fiir den kovarianten Ableitun-

gen Qs Svr dv?
Os Os ds
B ;
3y 1 (imvS—o¥) L (imvs+or) 2™ o2 ’
s s
ikvs ikve ikv?

(5)

wobei v*, v#, v* die natiirlichen Komponenten der

Geschwindigkeit sind. Fithrt man ferner die Abkiir-
zungen

(= (m?/s?) + k2,

D= (m/s) B>—kB?,

A= (m/s) B* + kB,
(m/s) B” + ©)

(B”, B? natiirliche Komponenten des Magnetfeldes)
ein, wobei die Beziehung

A+ D=2 B (7)

gilt, so wird aus Gl. (3):

v’ —21ik B?(v? B* —v* B?),

ds
(8)

—ipvi=ikpdivD—iDBr 1< (s0?) ~2ik % 4 2 Bo(v? B — v B).

Aus diesen drei Diff.-Gln. fiir v°, ¥ und v? lassen sich nun v# und v* vollstandig eliminieren und man be-

kommt so eine Diff.-Gl. 2. Ordnung fiir v* :

ds A

+ ﬂBi’Zi*‘ﬁﬂ‘ B*D ,ds, (sv°) —

s d

wobei 4 gegeben ist durch:

A=2p+f[A(p+B%) +47],

i[l(P-i-B’)-i-Ag{(lp_}_Az)% ;s (sv°) — —2;I—C~B¢Dvs}]

)

2, 4 (B%2 _AB+A 4K 8T
Bt ] A B (e
(10)
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wihrend fiir v¥ und v* gilt

PP

4

z_ 1 2 2y 1 d sy _ (1 B¥ m 1d s 2k s
vi= L (Akp+FAB) L ¢ (s0%)— (1B7+ SA)[DS S+ Bw].

Fiir alle 2>0 ist 4+ 0 und nur dann ist die hier an-
gegebene Elimination in dieser Form durchfihrbar.
Setzen wir zur Abkiirzung

O =s>p2=m>+k*>s>, L=B"[s,
F=ip+A42, G=i(p+B?) +4%, (12)
E=sA=s22p+0°G, K=sD=B"—s’kL,
g=FGJE,

dann ergibt sich

d d,oonl_ dL?

oles o (sv) 7{F+s = (13)

_4R[22CrP Logg d (LKG)}US.
E ds E )

Das Stabilitatsproblem von zylindersymmetrischen
Gleichgewichtskonfigurationen ist somit auf die eine
Eigenwertgleichung (13) zuriickgefiithrt. Die Kon-
figuration wird nur dann stabil, wenn die Diff.-Gl.
(13) fir alle £ und m keine Eigenlosungen mit
/>0 gestattet. Zur Losung dieser Diff.-Gl. miissen
noch die Randwerte von v° angegeben werden.

Fir s=0 missen wir fordern, daf} »* reguldr

bleibt. Auflerdem erfordert die Gleichgewichtsbedin-
gung

d L po) _ (B

ds<p+ 273)_— s
dal} fiir s — 0 die azimutale Komponente des Magnet-
feldes B? ~ s ist, da der Gasdruck und der magneti-
sche Druck keine Spitze auf der Symmetrieachse
haben diirfen, d.h. daB dp/ds=0 und dB?*/ds=0
fir s=0 sein miissen. Eine weitere Randbedingung
fur v* kann entweder im Endlichen fiir s=s, oder
s—oco vorgegeben werden. Nimmt man an, dal}
aullerhalb s=s, Vakuum vorliegt, so ergeben sich
die Randbedingungen aus der Forderung, daf fiir
s>s, die MaxweLLschen Gleichungen im Vakuum
gelten miissen. Die entsprechenden Ubergangsbedin-
gungen sind z. B. bei KruskaL und Scuwarzscuip ?
angegeben. Insbesondere muf} fir s = s, die Rotation
des Stormagnetfeldes rot 0 B =0 sein, da dort keine
Strome flieBen sollen. Legt man die Rénder ins Un-
endlichferne und fordert, dall dort »*=0 sein soll,

(14)

i(;',71p+ﬁzABw)l : (Svs)-i—(;.B‘.—}—kA)[Dl‘ : (sv°) + 2kB¢vs},
s s ds s ds =
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(11 a)

(11b)

und wihlt den Druck so, dal er dort zu Null wird,
so bekommt man mit dieser Annahme die im Ver-
gleich zum Vakuum etwas schwicheren Bedingungen,
daf} fir s —

[BxrotdB] =0

ist. Im folgenden wollen wir stets diese Randbedin-
gung fiir v* im Unendlichen zugrunde legen. Fiir die
sich ergebenden Eigenwerte hat dies zur Folge, dafl
die Eigenwerte etwas gréfer ausfallen sollten gegen-
iiber denen, die sich mit den Randbedingungen des
Vakuums fiir s=s, ergeben wiirden. Uns wird es
aber im Laufe der Untersuchung nicht so sehr auf
die absoluten Werte der Eigenwerte ankommen, als
vielmehr auf den Vergleich der Eigenwerte bei ver-
schiedenen Stromverteilungen und verschiedenen
achsenparallelen Magnetfeldern B .

(15)

Fir das asymptotische Verhalten von »* in der
Umgebung des Nullpunktes (s=0) bekommt man,
da B? ~ s ist, fiir den Fall m +0

V5 ~ Si(m—l) ,

(16 a)

wahrend fiir m =0 gilt
Vi~s. (16 b)

Im Unendlichfernen ergibt sich unter der Voraus-
setzung, dall dort kein elektrischer Strom flieen
soll, d. h. B¥~1/s, und daf} dort der Druck gegen
Null geht, wiahrend B* # 0 sei,

exks 17)

,vS

1
=
Aus diesem asymptotischen Verhalten von »° folgt,
daB es fiir />0, B*+0 kein kontinuierliches Spek-
trum geben kann. (Die Voraussetzung 4>0 ist not-
wendig, damit der Koeffizient der zweiten Ableitung
von Diff.-Gl. (13) keine Null- bzw. Unendlichkeits-
stelle besitzt.)

Zur Erfiillung der oben diskutierten Randbedin-
gungen fiir v* ist es notwendig, daf} die Diff.-GL
(13) oszillatorische Losungen besitzt. Das bedeutet,
daf der Koeffizient der rechten Seite von v* nicht im
ganzen Bereich positiv sein darf. Im Falle Z <0 kann
das immer erreicht werden, d. h. stabile Losungen
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der Diff.-Gl. existieren stets. Im Fall 1>0 ist das
erste Glied der rechten Seite, ndmlich F, im ganzen
Bereich positiv, wihrend die anderen Glieder sowohl
fiir s=0 wie auch fiir s= co verschwinden. Damit
die rechte Seite ihr Vorzeichen wechseln kann, miis-
sen diese Glieder wenigstens in einem Teilbereich F
iberwiegen. F wird bei vorgegebenem 4 minimal,
wenn k und B? entgegengesetztes Vorzeichen haben
(B?>0 und m>0). Falls man also fiir diesen Fall
Stabilitat findet, ist auch sicher die Stérung mit
k B>> 0 stabil. Fiir wachsendes m muf8 man auch &
vergroBern, um F minimal zu machen. Deshalb soll-
ten fiir groBBere m die Instabilitdten, wenn iiberhaupt,
bei groleren Werten von £ liegen.

0.3 | m=1
-0i5
]o.‘ o/
A
o
¥ o
-2,0
%
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Abb. 1.
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Fiir die numerische Integration ergibt sich die
Schwierigkeit, da3 g fiir 1> 0 fiir gewisse Stellen, an
denen

(m/s) BY =k B* (18)

sehr klein wird. g geht sogar durch Null, wenn 1 <<O0,
es unterscheidet sich also dadurch Stabilitat wesentlich
von der Instabilitdit. Um diesen Schwierigkeiten zu be-
gegnen, wurden folgende zwei Transformationen durch-
gefiihrt; statt s wurde die neue unabhéngige Variable ¢
und statt v wurde w eingefiihrt. Ferner wurde dafiir
gesorgt, daf fiir kleine s ¢t ~ s? ist, da sich dieses fiir
die numerische Integration als vorteilhaft erwiesen hat.
Man erhélt mit

z=(sf5a)*, (19)
dz=42"Vg(2)/g(0) dt, (20)
v =z""[g(2)/g(0)] V" w, (21)

und die Diff.-Gl.
dPw/dt=Hw, (22)
z’/’g(O)H=4F——g/4+z[5 i 116 (L a 23)

LOAP fyy d (CKL)| afy 1 (ae]
. E L+kdz( E )]—i—z \4 dz? g \dz/) |’
Man konnte daran denken, das vorliegende nichtlineare
Eigenwertproblem auf die folgende Weise zu befrie-
digen. Man lose das folgende lineare Ersatzeigenwert-
problem

(24)

w —Hw=¢w

mit Hilfe des Rirzschen Verfahrens und &dndere den
Parameter 1 so ab, bis ¢ =0 geworden ist; es hat dann
den gesuchten Wert 4. Leider ergibt sich bei etwas ge-
nauerer Untersuchung, dafl die durch dieses Rirzsche
Verfahren gelieferten Eigenwerte 2 immer zu klein sind,
d. h. wenn man ein 1 <<O gefunden hat, ist man nicht
sicher, ob diese Konfiguration stabil ist oder nicht.

1
" . /05
m:3 0.3
1&2 0.2
A A [0
-14
o1 \ o1
-15 LS
20 2.0
N
s SR s e
05 0 5 20 25 0 10 ¢ 20 30 %0
‘ —
Abb. 2. Abb. 3.

Abb.1—3. Anwachsraten A= —w?/a® in Abhingigkeit von der Wellenzahl k fiir m=1, 2, 3.
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Als recht brauchbar hat sich folgendes Verfahren er-
geben. Man integriere numerisch die beiden Diff.-Gl.
von v* =0 aus, stelle dann fest, ob die Funktion w nach
oben weglduft, d.i. positiv unendlich wird, dann war
A =2on zu grol oder nach unten, d.i. w negativ unend-
lich, dann war 4 = yn zu klein. Dann bilde man

i = % U»ob + ;»un)

und stelle wieder fest, ob mit diesen 4 die Funktion w
positiv oder negativ unendlich wird usw.

(25)

In dieser Arbeit soll nun die folgende spezielle
elektrische Stromverteilung untersucht werden, wah-
rend in einer weiteren Arbeit dann ailgemeinere
Stromverteilungen behandelt werden sollen. Der elek-
trische Strom in Richtung der Symmetrieachse habe
die folgende Gestalt:

Ja(s) = 520 [+ é/;o*)z']"?i (26 a)
und B?=b =const. (26 b)
Damit bekommt man
Bo(s) = Trs (26¢)
und
- (26 d)

P= 2 tfs0

sy ist die Stelle, an der B¥ sein Maximum hat.

Die nebenstehenden Kurven wurden auf die be-
schriebene Weise fiir die in der Gl. (18) angegebe-
nen Magnetfelder berechnet. Zunichst ergab sich,
dal} fiir m=0 fir alle hier betrachteten Magnetfel-
der B? d.i. b = 0,5, die Konfigurationen sicher sta-
bil waren.

Da der Rechenaufwand fiir kleiner werdende £
betrdchtlich ansteigt (und auch sonstige Schwierig-
keiten sekundédrer Art, wie exponentielles Ansteigen
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der Fehler usw. auftraten), wurden diese Rechnun-
gen nur in einigen Fillen durchgefiihrt. Es ergab
sich ein sehr steiles Anwachsen der Anstiegsrate 1
fir kleiner werdendes % . Aus den numerischen Rech-
nungen kann man aber entnehmen, daf}, wenn man
die Randbedingungen v(R) =0, d. h. einen Leiter
im Abstand R anbringt, diese Anwachsraten mit klei-
ner werdendem R wesentlich herabgesetzt werden.

Die Rechnungen zeigen ein dhnliches Resultat wie
die von TavrLer mit konstanten Volumenstromen.
Die Maxima der Anstiegsraten verschieben sich mit
wachsendem m nach groflerem k. Aus den Rechnun-
gen kann man folgendes Verhalten fiir die Lage der
Maxima ablesen

kmaxgoag(m/b) . (27)
Fir die Maxima selber gilt
1 1 5
Fnax™ = 19 ('0;36\1;\ - 1) ¢ > m=1, (28)

o= ol )1+ 2), o2

Falls es erlaubt ist (nach groflem m und groflem b) zu
extrapolieren, so kann man sagen, daf} Stabilitit vor-
liegt, auBler fiir sehr lange Wellenldngen, wenn
|b|>3 oder wenn das stabilisierende B? etwa den
sechsfachen Betrag des maximalen B%-Feldes iiber-
steigt, lange Wellenldngen lassen sich aber, wie von
TavLer® gezeigt worden ist, durch duflere Leiter im
wesentlichen stabilisieren.

Wir danken Herrn Prof. Dr. W. Hersenserc und Herrn
Dr. A. ScuviTer fiir zahlreiche Diskussionen, Herrn Dr.
H.-L. pE Vries fiir die Programmierung der Rechnung
fiir die G2, Frau G. Hawv fiir die Durchfiihrung der
numerischen Rechnungen.



